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Auszug aus einem Schreiben des Herrn Prof.
C. G. J. Jacob i zu Königsberg i. Pr., ati den
Herrn Prof. Dr. J. Steiner zu Berlin.
(Mitgellieilt von dem Letztem.)
Satz, den ich Dir früher mittheitte, heifst in seiner Voll-
ständigkeit:
1. „Sind zwei Flächen zwei ten Grades , ein Ellipso'id
und ein e in faches Hype rbo lo id , confoeal , d. h., haben ihre
H a u p t s c h n i t t e geme inscha f t l i che Brennpunc t e , und legt man
aus i rgend e inem P u n c t e K des H y p e r b o l o i d s e inen Beruh«
r u n g s k e g e l K au das Ell ipsoid, so sind die du rch dense lben
Puuc t g e h e n d e n zwe i S t rah len des Hyperbo lo ids d ie Brenn-
l i n i en d ieses Kegels AV*
Dieser Satz scheint mir nicht ganz unwichtig zu sein. Er lafst
sich noch allgemeiner auffassen, und dann mit einem reciproken Satze zu-
sammenstellen. Auch gestattet er viele Folgerungen, für interessante spe-
ciellc Fälle. Z. B. ein Corollar ist:
2. „Dafs die aus i r gend e i n e m P u n c t e J T an e iueSchaa r
c o n f o e a l e r F l ä c h e n z w e i t e n G r a d e s g e l e g t e n B e r ü h r u n g s -
kegel d i e s e l b e n B r e n n l i n i e n und d i e s e l b e n Axen haben."
Ein besonderer Fall, den ich erwähnen will, heifst:
3. „Wenn man aus e inem P u n c t e K der Ebene derjeni-
gen H y p e r b e l // (we lche n a c h Deinem Satze der Ort der
Schei te l a l le r g e r a d e n Kege l i s t , d ie s ich e inem El l ipsoid
u m s c h r e i b e n lassen*1)) an das E l l i p s o i d E e inen B e r ü h r u n g s -
kegel leg t , so s ind die aus < I e m P u n c t e K an die Hyperbe l
h ge leg ten T a n g e n t e n die B r e n n l i n i e u des Kegels." „Liegt
der P u n c t K auf der Hyperbe l , so v e r e i n i g e n sich die Tan-
genteu in Eine > oder die B r e n n l i n i e n f a l l e n zusammen, und
der Kegel w i r d gerade^ welches Dein Satz ist." Der entgegen-
*) Sieiie Bd. J. S. 47. dieses
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9 oder reeiproke Satz helfst: „Wenn i rgend eine F lache
zweiten Grade», F, und irgend ein Punct , M, gegeben sind,
eo giebt es, im Allgemeinen, eine Scbaar gerader Kegel«
flächen (zweiten Grades), deren Scheitel im Functe M lie-
gen, und welche d ieFläche F in ebenenCurven (Kegelschnit-
ten) schneiden; die Ebenen aller dieser Curven schneiden*
einander in irgend einem Puncte JV9 und u m h ü l l e n irgend
eine Kegelf lache zwei ten Grades, (7V)." „Legt man du rch
den Punct 7V eine be l ieb ige Ebene, welche die Fläche F in
einem Kegelschni t te k und die Kege l f l äche (7V) in zwei Strah-
len a, b schneidet , so hat die K e g e l f l ä c h e (Mk}9 die durch k
geht und deren Scheitel in M l iegt , die Ebenen (Ma)9 (Mb),
welche d e r P u n c t T J i mit d e n S t r a h l e n a, L· b e s t i m m t , zu Kreis»
Ebenen, d.h., jede andere Ebene, welche mit e iner derselben
parallel ist, schneide t die Kege l f l äche (M K) in einem Kreise."
Der Satz, den Du ehemals bei Deinen Untersuchungen über ein-
ander berührende Kugeln gefunden hast, und der später von französischen
Mathematikern bekannt gemacht worden ist, nämlich der Satz:
4. „Dafs, wenn von zwei K e g e l s c h n i t t e n (e iner El-
lipse und einer Hyperbel) jeder die B r e n n p u n c t e des ändern
zu Schei te ln ha t und ih re Ebenen zu e i n a n d e r senkrech t
stehen, dafs d a n n jeder der Ort der Scheitel al ler geraden
Kegel ist, welche den ä n d e r n zur Basis haben, und dafs jede
zwei Puncte des einen räuml iche B r e n n p u n c t e des ändern
sind; d.h.: n immt man in der Hyperbe l i rgend zwei Puncte
an, so ist die Summe oder die Di f fe renz ihrer E n t f e r n u n g e n
von jedem Punc te der E l l ip se cons tant , je n a c h d e m sie in
verschiedenen oder in demselben Zweige der Hyperbel lie-
gen; und u m g e k e h r t : sind je zwei Punc te der El l ipse so be-
schaffen, dafs die Di f fe renz ihrer Abs tände von j edemPunc te
der Hyperbel constant ist, u. s. w." folgt leicht aus dem Yvory-
sehen Satze über Flächen zweiten Grades, deren Hauptschnitte confocal
sind. Auch folgen aus dem Yvory'schen Satze noch andere Sätze über
Erzeugung der Flächen und Linien zweiten Grades, welche einander ana-
log sind, und welche die Eigenschaften der Brennpuncte, in einer Hin*
sieht, als besondere Fälle in sich schliefsen, nämlich nachstehende Sätze:
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5. „Werden im Räume irgend drei feste Punc te a> 4, c$
und i rgend drei andere, jenen beziehlieh entsprechende, feste
Puncte A9 J3, C a n g e n o m m e n , und werden in Rücks ich t auf
diese Fundatnenta lpuncte ändern entsprechende Puncte x,X9
80 bestimmt, dafs ihre Abstände von jenen respective gleich
sind, d. h., dafs coa = XA, #6 = .X1?, o?c=3=.X (7, so hat man ein
Correlat ionssystem, worin der Punc t X i rgend eine Fläche
zwei ten Grades beschreibt, wenn der Punc t sioh in einer
Ebene bewegt; und auch umgekehrt."
6. „Werden in zwei verschiedenen Ebenen (oder auch
in einer Ebene), zwei Paar feste oder H a u p t p u n c t e a u n d b,
A u n d l > angenommen, und werden sofort die übr igen P u n c t e
der Ebenen dergestal t auf e inander bezogen , dafs je zwei
en t sprechende Punc te und X, von den respectiven Haupt«
punc t en gleiche Abs t ände haben, so dafs ax=zAX und Ä#=r
BX: so hat man ein Beziehungssystem, wobei jeder Geraden
in der e inen Ebene ein Kege l schn i t t in der ändern Ebene
entspricht, d.h., bewegt sich z.B. der Punc t in irgend einer
Geraden g, so beschreib! der entsprechende Punct X einen
Kegelschni t t <?."
Diese Sätze (5. u« 6.) scheinen mir zu vielen Untersuchungen Anlafs
zu geben, wozu ich jedoch vor der Hand nicht kommen werde. Eine nähere
Discussion des letzten Satzes (6.) giebt z. B. sogleich folgende Resultate:
7. a) „Bewegt sich der Punct in der F u n d a m e n t a l »
Axe ab selbst, so beschreibt X e inen Kegelschnitt, der die
Haup tpunc t e A, B zu B r e n n p u n c t e n hat, und dessen erste
Axe der Geraden ab gleich ist; welches der bekannte Satz
über die Brennpunc te der Kegelschni t te ist," b) „Die eine
oder andere Axe des Kegelschni t t s G, welcher einer belie-
b igen Geraden g entspricht (6.), liegt in der Fundamenta l*
axe AB." c) „Man denke sich in der ersten Ebene denjeni-
gen Kege l schn i t t £, welcher der Haupt -Axe AB entspricht,
und mithin die Hauptpuncte a, b zu Brennpunc ten ha t (ÖT.).
a. Ist die Gerade AB gröfser als ab, so ist k eine Ellipse,
und dann entspricht der Geraden ff eine Hyj>e?bel G, deren
erste oder zweite A*e in der Fundamental-Axe AB liegt, je
18*
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t
nachdem die Gerade ff den Kege lschni t t k schneidet, oder
nicht* be rühr t sie ihn , dann bes teht der K e g e l s c h n i t t G aus
zwei Geraden, die sich in i rgend einein Punc ie der Haupt -
Axe AB schneiden und mit d ieser gleiche Winkel b i l d e n ; ist
2(öÄ)2>(^B)2, so giebt es zwei b e s t i m m t e R i c h t u n g e n für die
Gerade g*9 wo ihr gleichseitige Hype rbe ln G- en t sp rechen ,
und zwar sind die A s y m p t o t e n al ler dieser g le ichsei t igen
Hyperbe ln e inander p a r a l l e l , oder diese Hype rbe ln h a b e n
zwei u n e n d l i c h e n t f e r n t e g e m e i n s c h a f t l i c h e Puncte. ß. Is t
die Axe AB k le iner als ab, so ist k eine Hyperbe l , und als-
dann en t sp r i ch t der Geraden ff eine Ellipse G oder eine Hy~
perbel Cr, je n a c h d e m die durch den M i t t e l p u n c t der Hyper-
bel k mit ff pa ra l l e l gezogene Gerade ffL im inneren oder au-
fseren A s y m p t o t e n ^ W i n k e l d iese r Hyperbe l l i eg t ; is t f f ins-
besondere mit einer A s y m p t o t e der Hype rbe l k para l le l , so
ist G e i n e P a r a b e l ; eben so giebt es zwei b e s t i m m t e R i c h t u n -
gen für die Gerade f f , wo ihr immer eine g l e i chse i t i ge Hyper-
bel G entspricht." rf) „S teh t ff auf der Ha t ip taxe ab senk-
recht, so e n t s p r i c h t ihr a l l ema l eine Gerade G ( e igen t l i ch
zwei vereinigte Gerade), welche zu der Axe AB r e ch tw ink -
lig ist;" u.s.w. e) „Ist ff (statt e iner Geraden) e i n e C u r v e vom
. Grade, so e n t s p r i c h t ihr e i n e C u r v e G vom 2/z. Grade; u. s. w.'J
Ähnliche Resultate folgen aus dem ersten Satze (5.). Im Strahl-
busche! im Räume, oder auf der Kugelflüche, findet ein Satz Statt, wel-
cher dem vorstehenden (6.) analog ist, und zwar findet er da, nach dem
Principe der Reciproeitat,( in doppelter Gestalt Statt. Übrigens lassen sich
auf diese Weise auch noch andere Beziehungsysteme aufstellen, wenn man
statt der obigen einfachen Grundbedingungen (5. und 6.) andere annimmt.
Der Tvory'sche Satz zeigt ferner, dafs die Curve von doppeller
Krümmung, in welcher zwei Flachen zweiten Grades einander schneiden,
auch räumliche Brännpuncte haben kann, und dais es also z. B. für jede
Krümtnungscurve des Ellipsoids zwei bestimmte feste Puncte giebt, die
leicht zu constmiren sind, von der Beschaffenheit, dafs die Summe ihrer
Distanzen von jedem Puncte der Curve constant ist, worauf sich eine leichte
organische Erzeugung der Krümmuugscurv® gründen läfst; u. s.w.
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